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A Contribution to the Problem ofScalin 9 and Perturbation with Many-Center Systems 
For the general case of many-center systems the conditions are given for which certain "energy 

perturbation integrals" vanish under the process of scaling. 

Fiir allgemeine Mehrzentrensysteme werden die Bedingungen festgestellt, unter denen bestimmte 
Energie-,,St6rungsintegrale" bei Koordinatenstreckung verschwinden. 

Dans le cas g6n6ral de syst&nes ~t plusieurs centres on expose les conditions pour lesquels certaines 
~dnt6grales de perturbation 6nerg6tique)) s'annulent sous l'effet d'un changement d'6chelle. 

A .  Einleitung 

In seiner Frankfurter Dissertation fiber quantentheoretische Modellrech- 
nungen an CH +, CH 5 und CH 5 hat Grein [1] eine interessante Feststellung 
fiber das Verschwinden bestimmter ,,St6rungsenergien" gemacht. Greins Unter- 
suchungen liegt das Modell des vereinigten Atoms zugrunde, das sich bereits frfiher 
bei der Behandlung yon Hydriden bewghrt hatte [-2]. In diesem Modell werden 
die Elektronen einer Molekel atomaren Bahnfunktionen zugeordnet, die am 
schweren (mehrfach positiven) Atomkern der Molekel zentriert sind. Als Ein- 
elektronen-Bahnfunktionen verwendet man wasserstoffghnliche Funktionen 
(~(Zeff) mit einer effektiven Kernladungszahl Zaf; die Mehrelektronenfunktionen 
7J(Za0 sind Linearkombinationen aus antisymmetrisierten Produkten der Ein- 
elektronenfunktionen. 

Die Grundzustandsenergie E~ einer Molekel erh~ilt man in dieser Einzentren- 
entwicklung, indem man mit der zur stabilsten Elektronenkonfiguration geh6ren- 
den Mehrelektronenfunktion ~/(Zeff) den Erwartungswert mit dem Hamilton- 
operator H des Systems bildet. Besteht die Molekel aus N Elektronen, K Protonen 
und einem schweren Atomkern (Kernladungszahl Z), dann lautet der Hamilton- 

operator H = TO- W (1) 
N 

mit T =  2 - �89 (2a) 
i=1 

n Z 1 N r 1 
w = E - - - + � 8 9  tr, r,,I Y Z 

i=1 Iril i , i '  - i=1 k=, (2b) 
K Z 1 

+k=XE ~ +122k,k, IRk--Rk,l ' 
worin r i und R k die Ortsvektoren der Elektronen bzw. der Protonen bedeuten. 
Der Erwartungswert der Grundzustandsenergie ist dann eine Funktion der effek- 
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riven Kernladungszahl Zef f u n d  der Protonenkoordinaten Rk: EG = E G ( Z e f f ,  gk)- 
Den Minimalwert yon E a erhalt man durch Minimisierung von E6 bezfiglich 
Zaf und nk: e ~ = E6(Z~ R~ 

Grein hat nun die folgende Feststellung gemacht ~: 
Setzt man als Grundzustandsfunktion ~(Zaf  ) eine Eigenfunktion eines 

Hamiltonoperators 
N Neff 

T+ ~ - - -  (3) 
,=, Ir~l 

an, so gilt 

E ~ = V(Z~ T-,_~ Z~ff }p(zOf) = (ZOff) 2 (i) T -  ~i ~ •(i) , (4) 

(z~ ~ + ~(z~ = o, (5) 

d. h., der beziiglich Zef f und R k minimisierte Erwartungswert der zum Hamilton- 
operator (i) gehbrenden Energie ist bis auf den Faktor (Z~ 2 g]eich dem Eigen- 
wert des Operators 

n i 
T + ~  - -  

Die ,,Stbrungsenergie" (5) verschwindet im Minimum der Potentia]fl~iche. 
Im folgenden sollen die Giiltigkeitsgrenzen der Greinschen Feststellung ffir 

allgemeine Mehrzentrensysteme untersucht werden. 

B. Allgemeines Mehrzentrensystem 
Ein vorgegebenes Mehrzentrensystem bestehe aus N Elektronen mit den 

Ortsvektoren (r)=-(r~, r2, ..., rn) und aus a Potentialquellen mit den Orts- 
vektoren (A) ---- (,41, A2, ..., A,). 

Der Hamil tonoperator  ftir die Elektronenbewegung in der Born-Oppenheimer- 
N~iherung sei 

H(r, A) = T(r) + V(r, A). (6) 

T(r) repr~isentiert die kinetische Energie der Elektronen, V(r, A) steht fiir die 
totale potentielle Energie. Bei V(r, A) kann es sich um eine allgemeine nicht- 
homogene Funktion handeln. Die exakten L6sungen der zu (6) geh6renden 
Schr6dingergleichung seien unbekannt. 

C. Niiherungsfunktionen 
Zur Abschgttzung der Grundzustandsenergie des vorgegebenen Mehrzentren- 

systems wird als N~iherungsfunktion eine exakte L6sung eines N-Elektronen-  
systems mit b Potentialquellen (Ortsvektoren (B) - (B,, B2 . . . . .  Bb) ) gew~ihlt. Zu 
diesem Hilfssystem gehbre der Hamil tonoperator  

H~ B) = T(r) + U(r, B). (7) 

t Die Greinsche Feststellung wurde fiir den spezietlen Fall, dab das Einzentren-Elektronensystem 
eine abgeschlossene Schale bildet, bereits yon Simpson [3] erkannt. Hansen [4] hat die Giiltigkeit der 
Greinschen Feststellung fiir Einzentrenentwicklungen und Coulombpotentiale best~itigen k6nnen. 
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Der Grundzustand des Hilfssystems werde exakt durch die Energie E~ und 
die normierte Zustandsfunktion ~Pl (r, B) beschrieben: 

H~ B)~p~(r, B) = IT(r) + U(r, B)] ~p~ (r, B) = E~ B). (8) 
Unter Verwendung der Abkfirzungen 

<V1 (r, B) I r(r)[ V1 (r, B)> - T 1 (B), 
<vl(r, B)IU(r, B)I Vl(r, B>= UI(B), (9) 

gilt daher E~ = TI(B ) -t- UI(B ) . (10) 

Der Virialsatz lautet in diesem Falle [5]: 

2TI(B)=<wI(r,B ) rff--~U(r,B)wi(r,B)>. (11) 

Mit Rficksicht auf (8) gilt auch die folgende Eigenwertgleichung 

IT(t/r) + U(t/r, t/B)] ~p.(t/r, riB ) = E~ V.(t/r, t/B) (12) 
mit der normierten Funktion 

~p,(tlr, t/B) - t/3N/2 ~Pl (t/r, t/B) (13) 

und einem skalaren Parameter t/. E~ ist demnach gegeben durch 

E~ = <V.(t/r, t/B) lr(t/r)[ V.(t/r, t/B)> + <V,(t/r, t/B) lg(t/r, t/B)[ V.(qr, t/B)>. (14) 
Ftihrt man die Abktirzung 

/3 = t/B (15) 

ein, so gilt mit Riicksicht auf die Definitionen (9): 

<lp,(t/r, t/B) lr(t/r)l lp.(t/r, t/B)> = <~Pl (r,/~) [r(r)l ~v~ (r,/3)> = TI (/3), 
<%(t/r, t/B) lU(t/r, t/B)l ~p,(t/r, t/B)> = <~vl (r,/~)lU(r,/~)l ~vl(r,/~)> = U1 @ ,  (16) 

d.h. 
E~ = r l ( ]  ~) ~- g l (~ )  �9 (17) 

Entsprechend (11) lautet hier der Virialsatz 

2Ti(~)= <Vl(r, fl) r ~--~ U(r,~) v~(r,~) > . (18) 

Die Zustandsfunktion tp.(t/r, t/B) wird im folgenden zur Berechnung des Energie- 
erwartungswertes des vorgegebenen Mehrzentrensystems mit dem Hamilton- 
operator (6) verwendet. 

D. Erwartungswert der Energie 
Von den Ortsvektoren A (vorgegebenes Mehrzentrensystem) und B (Hilfs- 

system) m6gen c Vektoren zusammenfallen: 

(C) - (A 1 = B 1 = Ca, A2 = B2 = C2 . . . .  , A~ = B~ = C~). 

Die beiden Restmengen der Ortsvektoren A und B sollen mit ( A ) -  (Ac+ i, Ae+2, 
.... Aa) bzw. (]~)-~ (Be+l, Bc+2, . . . ,  Bb) bezeichnet werden. 

Unter Verwendung der Funktion V.(t/r, riB) ergibt sich dann ftir den Erwar- 
tungswert der Energie des Systems mit dem Hamiltonoperator (6): 

<H> = <~p.(t/r, tiC, t/B)[H(r, C, A)[ ~p.(t/r, t/C, t//~)> 
= <~p,(t/r, t/C, t//3)IT(r)l ~p,(t/r, t/C, t//~)> (19) 

+ <~p.(t/r, tiC, t/B)IV(r, C, A)I ~pn(t/r, t/C, t//})>. 
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Da T(r) homogen vom Grade - 2  in r ist, l~iBt sich mit Hilfe der Definition (16) 
ffir ( H )  schreiben: 

q ri (20) 

= ~ ,  , , ~ 2 ~,/~) ~pl(r, ~, 

Dabei wurden die folgenden Abkiirzungen eingeffihrt: 

r iA= ~, 
riB = fl , (21) 

riC = 7 �9 

Minimisierung von <H> bezfiglich des Parameters ri liefert die Bestimmungs- 
gleichung fiir das optimale ri = ri0: 

2ri2Tl(7, f l )+(~Pl(r ,  7 , ' ) r i  f - - ~ V (  r , a)~pl(r ,  7 , / ~  
ri ri ri (22) 

=o, 

bzw. mit Riicksicht auf (18) 

l(r, y, ri2 U(r, ?,/~) + r i -z -  V . ~Pl(r, 7, 
ri ri ri (23) 

~ a<H> -~ O<H> ~<H> _0.  

(22) ist der Virialsatz fiir das System mit dem Hamiltonoperator (6), vgl. [-6]. 
Im folgenden soll die recht allgemeine Annahme gemacht werden, dab sich 

die Potentiale U und V als (nichthomogene) Funktionen der Formen 

U (rir, riC, riB) = • U,(rir, riC, riB) = Z ;1-" U.(r, C, B)  , (24) 

bzw. V , , . = ,, _ , , = ~r imV, , ( r ,  7 ,~) ,  (25) 
I/ ri I/ ri ri ., 

darstellen lassen. Ist diese Annahme zutreffend, dann ergibt sich fiir die Minimums- 
bedingung (23) 

_ - a ~ + #~_~ ri2 U ( r ,  (~pl(r, 7, fl),~-ri U(r,,,#) ,,#) ~p~(r,,,~ 
" d<H> . zO<H> a<H> 
 --TU * + 0 -o. 

Multipliziert man diesen Ausdruck mit einer Konstanten 5 und subtrahiert ihn 
vom Energieausdruck (20), so erh~ilt man folgenden Erwartungswert der Energie 
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fiir optimales t /= qo: 

( H) = q2 E~ (?, ~) + ~ " rl2 <lPl (r, ?, ~) (7 ~- + fl ~-~) U (r, ?, ') ~P~ (r, ~, ')) 

- OP,(r, 7, ]3) r/' Z (1 - 6"n) U j r ,  7, fl) W,( r, 7,/~)> 
" (26) 

Im Minimum der Potentialfl~iche, A = A o, des vorgegebenen Systems mit dem 
Hamiltonoperator (6) ist 

Die Lage der durch die Ortsvektoren/3 charakterisierten Potentialquellen des 
Hilfssystems l~iBt sich als ein ffeier Variationsparameter des Energieerwartungs- 
wertes auffassen. Die entsprechende Energieminimisierung ftihrt aufdie Bedingung 

/~a--~ <H> = 0. (28) 

Gemeinsam mit der Minimumsbedingung (27) wird damit der Ausdruck ftir die 
minimale Energie (A = Ao,  B = B o, ~/= t/o) 

<H)o=,'E~ ~-~+,~)U(r,,,,)l~v,(r,,,, ~ (29, 

+<~v,(r,'.')~(l-6"n)[V.(~,:,~)-,2U.(r,?,')Iw~(r,?,' I. 
Macht man Gebrauch vom Hellmann-Feynman-Theorem [7], 

(wl (r, 7, ~) (7 ~-J~- + fl ~--~) U (r, ?, ~) ~vl (r, ', ~ 
(30) 

dann reduziert sich der Energieausdruck (29) fiir t 1 = tlo auf 

<H>o = ,1~~  + ~- ~W 

Es ist dieser Energieausdruck, der im Zusammenhang mit der anfangs erkl~irten, 
ftir bestimmte Einzentrenentwicklungen von Grein gemachten Feststellung zu 
diskutieren ist. Die Greinsche Feststellung h~itte auch fiir allgemeine Mehr- 
zentrenentwicklungen Giiltigkeit, wenn 

<H>o = ~E~ (32) 
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w~ire. Aus (31) l~iBt sich ablesen, dab diese Gleichung nur unter der sehr ein- 
schr~inkenden Bedingung 

+ , 1 
gilt. 

Der zweite Term in dieser Bedingung verschwindet dann identisch, wenn die 
Potentiale V und U homogen in den Abst~inden sind, etwa yore Grade - i ,  und 
far die freie Konstante ~ = 1/i gew~ihlt wird. Der erste Term ist Null, wenn 
(far B = Bo) 

t3 EO(y '/~) = 0, ~-~ E~ = 0, (34) 
~7 

bzw. wenn 
r = 0 ,  = 0 (35)  

ist. 
Die direkte Obertragbarkeit der Greinschen Feststellung auf aUgemeine 

Mehrzentrenentwicklungen ist demnach nur dann zul~issig, wenn 
a) die Potentiale von vorgegebenem System und Hilfssystem homogen vom 

gleichen Grade in den Abst~inden sind, 
b) die Energie des Hilfssystems an der Stelle B = B0 minimal ist. 
Bei Einzentrenentwicklungen (7 = 0,/~ = 0) ist fiir die Galtigkeit der Greinschen 

Feststellung wie bei Mehrzentrenentwicklungen die Homogenitat der Potentiale 
V und U erforderlich. 

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, dab bei den vorstehenden Ableitungen 
nicht vorausgesetzt wurde, dab (bei Mehrteilchensystemen) die Schr6dinger- 
gleichung des Hilfssystems sich in Einteilchenprobleme separieren l~iBt. 
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