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A Contributionto the Problem of Scaling and Perturbation with M any-Center Systems

For the general case of many-center systems the conditions are given for which certain “energy
perturbation integrals” vanish under the process of scaling.

Fiir allgemeine Mehrzentrensysteme werden die Bedingungen festgestellt, unter denen bestimmte
Energie-,,Stérungsintegrale bei Koordinatenstreckung verschwinden.

Dans le cas général de systémes a plusieurs centres on expose les conditions pour lesquels certaines
«intégrales de perturbation énergétique» s’annulent sous P'effet d’un changement d’échelle.

A. Einleitung

In seiner Frankfurter Dissertation iiber quantentheoretische Modellrech-
nungen an CH?, CH, und CHjJ hat Grein [1] eine interessante Feststellung
iilber das Verschwinden bestimmter ,,Stérungsenergien” gemacht. Greins Unter-
suchungen liegt das Modell des vereinigten Atoms zugrunde, das sich bereits frither
bei der Behandlung von Hydriden bewdhrt hatte [2]. In diesem Modell werden
die Elektronen einer Molekel atomaren Bahnfunktionen zugeordnet, die am
schweren (mehrfach positiven) Atomkern der Molekel zentriert sind. Als Ein-
elektronen-Bahnfunktionen verwendet man wasserstoffihnliche Funktionen
@(Z.) mit einer effektiven Kernladungszahl Z ,; die Mehrelektronenfunktionen
Y(Z.) sind Linearkombinationen aus antisymmetrisierten Produkten der Ein-
elektronenfunktionen.

Die Grundzustandsenergie Eg einer Molekel erhidlt man in dieser Einzentren-
entwicklung, indem man mit der zur stabilsten Elektronenkonfiguration gehoren-
den Mehrelektronenfunktion ¥(Z.) den Erwartungswert mit dem Hamilton-
operator H des Systems bildet. Besteht die Molekel aus N Elektronen, K Protonen
und einem schweren Atomkern (Kernladungszahl Z), dann lautet der Hamilton-
operator

H=T+W o
mit T= i i “
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W= g 221;:2‘ Ir; —r,l i=1 kglm 2b
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+k§1 | Ry 2;;&; Ry, — Rkl

worin r; und R, dic Ortsvektoren der Elektronen bzw. der Protonen bedeuten.
Der Erwartungswert der Grundzustandsenergie ist dann eine Funktion der effek-
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tiven Kernladungszahl Z; und der Protonenkoordinaten R, : Eq = Eg(Z, Ry).
Den Minimalwert von Eg erhilt man durch Minimisierung von Eg beziiglich
Z. und Ry: E§ = Eg(Zg;, RY).

Grein hat nun die folgende Feststellung gemacht®:

Setzt man als Grundzustandsfunktion WY(Z,) cine Eigenfunktion eines
Hamiltonoperators

yooz
T+.;— lre-flf 3)
an, so gilt
N Z .
E%=<W(Z£ff)T > ﬁl P(Z ff>>—(z %) <*P(1)\ T l[w1> @)
N Z0
<IP(Z r) Z v LB W’ Y(Z, ff)> (5)

d. h., der beziiglich Z,;; und R, minimisierte Erwartungswert der zum Hamilton-
operator (1) gehorenden Energie ist bis auf den Faktor (Z3)? gleich dem Eigen-

wert des Operators
1

N
T+ ) ——.
i;1 il
Die ,,Storungsenergie” (5) verschwindet im Minimum der Potentialfliche.
Im folgenden sollen die Giiltigkeitsgrenzen der Greinschen Feststellung fiir
allgemeine Mehrzentrensysteme untersucht werden.

B. Allgemeines Mehrzentrensystem

Ein vorgegebenes Mehrzentrensystem bestehe aus N Elektronen mit den
Ortsvektoren (r)=(ry, r,, ..., ry) und aus a Potentialquellen mit den Orts-
vektoren (A) = (4,, A,, ..., A,).

Der Hamiltonoperator fiir die Elektronenbewegung in der Born-Oppenheimer-
Néherung sei

H(r, A)=Tr+ V(r, A4). 6)

T(r) reprasentiert die kinetische Energie der Elektronen, V(r, A) steht fiir die
totale potentielle Energie. Bei V(r, A) kann essich um eine allgemeine nicht-
homogene Funktion handeln. Die exakten Loésungen der zu (6) gehdrenden
Schroédingergleichung seien unbekannt.

C. Niherungsfunktionen

Zur Abschitzung der Grundzustandsenergie des vorgegebenen Mehrzentren-
systems wird als Niherungsfunktion eine exakte Losung eines N-Elektronen-.
systems mit b Potentialquellen (Ortsvektoren (B) = (B,, B,, ..., B,)) gewihit. Zu
diesem Hilfssystem gehore der Hamiltonoperator

H%r,B)y=T(r)+ U(r, B). W)

1 Dije Greinsche Feststellung wurde fiir den speziellen Fall, dal das Einzentren-Elektronensystem
eine abgeschlossene Schale bildet, bereits von Simpson [3] erkannt. Hansen [4] hat die Giiltigkeit der
Greinschen Feststellung fiir Einzentrenentwicklungen und Coulombpotentiale bestitigen kdnnen.
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Der Grundzustand des Hilfssystems werde exakt durch die Energie E°(B) und
die normierte Zustandsfunktion vy, (r, B) beschrieben:

HO(r, By, (r, B)=[T(r)+ U(r, Bl v, (r, B) = E°(B)y, (r, B). )]
Unter Verwendung der Abkiirzungen
(i (r, BIT@I s (r, B)y = Th(B),
(py(r, B\ U(r, B)|w, (r, B>= U, (B),
E°(B)=T,(B)+ Uy(B). (10
Der Virialsatz lautet in diesem Falle [5]:

2Ty(B) = <w1(r, B) vy (r, B)> : (11
Mit Riicksicht auf (8) gilt auch die folgende Figenwertgleichung

&)
gilt daher

i,
— B
r 3 U(r, B)

[T(nr)+ U(nr,nB)]w,(nr, nB) = E°(nB) y,(nr, nB) (12)
mit der normierten Funktion
p,(nr, nB) = 12 p, (yr,nB) (13)

und einem skalaren Parameter 5. E®(#B) ist demnach gegeben durch

E°(11B) = {w,(nr, nB)|T (1) w, (7, nB)) + Cwy(nr, nB)\U (nr, nB)w,(nr, nB)> . (14)
Fiihrt man die Abkiirzung
B=nB (15)

ein, so gilt mit Riicksicht auf die Definitionen (9):

Syt nB) T, (nr 1B)> = i (s HIT Ol w1, B> = T2 (B) ,
<wyr, nB) U (g, nB)| w, (nr, nB)) = (i (r, HIU G By, (r, B)> = U1 (B) »

E°B)=T.(B)+ U(B). 17
Entsprechend (11) lautet hier der Virialsatz

210 = (00 D) U B ). 19

Die Zustandsfunktion ,(sr, nB) wird im folgenden zur Berechnung des Energie-
erwartungswertes des vorgegebenen Mehrzentrensystems mit dem Hamilton-
operator (6) verwendet.

(16)
d.h.

D. Erwartungswert der Energie

Von den Ortsvektoren A (vorgegebenes Mehrzentrensystem) und B (Hilfs-
system) mdgen ¢ Vektoren zusammenfallen:

C)=(A4,=B,=C,A4,=B,=C,, ..., A.=B.=C).
Die beiden Restmengen der Ortsvektoren 4 und B sollen mit (A)=(Ayyy, Agsss
..y A) bzw. (By=(B,,,, B, 45, .., B,) bezeichnet werden.
Unter Verwendung der Funktion y,(nr, nB) ergibt sich dann fiir den Erwar-
tungswert der Energie des Systems mit dem Hamiltonoperator (6):
CHY = pyfar, nC,nB)H(r, C, A)lw, (i, nC, 1 B)>
= {wylar, nC B TO)w, (1, nC,mB)y (19)
+ <y, (nr,nC,nB)|V(r, C, A)lw,(nr,nC, nB)) .
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Da T(r) homogen vom Grade —2 in r ist, 1iBt sich mit Hilfe der Definition (16)
fiir (H) schreiben:

CH)=n T1(%ﬂ)+<w1(r,y,ﬁ)‘ (L % _&_>
C

21 (rs Vs ﬁ)>

(_11— e ;) n*u(, v, p)

Dabei wurden die folgenden Abkiirzungen eingefithrt:

(20)
=n2E°(y, B)+ <w1(r 7 )

'P1 > Vs :B)>

”IA‘OC,
nB=§, - 2D
nC=y.

Minimisierung von {H) beziiglich des Parameters # licfert die Bestimmungs-
gleichung fiir das optimale =1,

- < 0 &
2T )+ <w1(r, v ﬁ)‘na— (i = —~> i, ﬁ)>
n nnn 22)
JOCH)  0CHY | 0CH) _
e TP Ty O
bzw. mit Riicksicht auf (18)
J 0 0
<w1(r, )l e R SRS V(i,% %) Vil ﬂ)>
(23)
LOCHD g 0K | OCH)
+ & %7 +[3 oF 3y =0.

(22) ist der Virialsatz fiir das System mit dem Hamiltonoperator (6), vgl. [6].
Im folgenden soll die recht allgemeine Annahme gemacht werden, daB} sich
die Potentiale U und V als (nichthomogene) Funktionen der Formen

Uyr,nC,nB) =Y. U,(nr, nC,nB) = Z n~"U,r,C, B), (24)
r y & ‘ r oy &
bzw. VVW—,—~,— =)V [—,—, — my(r, 7, &), 25)
<nnn>§<nnn>;"(y (

darstellen lassen. Ist diese Annahme zutreffend, dann ergibt sich fiir die Minimums-
bedingung (23)

<w1(r, 7, 17)’ —n? Z nU,r, v, B)+ Y me<%, %%)

il y, B)>

~| 0
- <1P1("a Vs ﬂ)l)’ﬁ’lz U(T Ve ﬂ)+ﬁ?ﬁ’1 U(T, Vs 18) 1P1(" 7> ﬁ)>
L OKCHY | ~0<H) KHy
i +p o7 +y 2y =0.

Multipliziert man diesen Ausdruck mit einer Konstanten 6 und subtrahiert ihn
vom Energieausdruck (20), so erhilt man folgenden Erwartungswert der Energie
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fiir optimales n =7,
CHY = E°(, )+ -1 <w1(r,v,ﬁ)’< oy +h aﬁ)w,v,ﬁ)
~ (wilr, 7, Bl L (1= 1) Un(r,v,mlwl r. 7 B)

+ <w1(r,7, 3 8- m) V(;—; —:—)

ol Py g

Im Minimum der Potentialfliche, 4= 4,, des vorgegebenen Systems mit dem
Hamiltonoperator (6) ist

L2 (ra P E)>

(26)
(21 (r9 7 ﬁ)>

.9 P
[oc = +ya—J CHY =0. @7

Die Lage der durch die Ortsvektoren B charakterisierten Potentialquellen des

Hilfssystems 148t sich als ein freier Variationsparameter des Energieerwartungs-
wertes auffassen. Die entsprechende Energieminimisierung fihrtaufdie Bedingung

—=(H

ﬂ oF (H)=0. (28)

Gemeinsam mit der Minimumsbedingung (27) wird damit der Ausdruck fiir die
minimale Energie (4= A4y, B= By, n=1,)

CHYo=m*E°(, p)+d-1 <w1(r 7, B)

( + ﬁ ﬁ) U(ra Ys ﬁ)‘% (r5 Vs ﬁ)> (29)

+ <W1(r’ ?s B) Z (1 - 5 . n) [Vn (‘;;‘s _3;‘" %) n U (T, ¥ ﬂ):| Ipl(ra Vs E>
Macht man Gebrauch vom Hellmann-Feynman-Theorem [7],
<w1(r 7 ﬁ)}( ﬁ)U(r 7 B)w. (. ﬂ)>
(30
or. 2
( —+B ﬁ>E 8,
dann reduziert sich der Energieausdruck (29) fiir y =#, auf
(HYo=n*E°(y, l?)+5'< +p ﬁ> 2E°(y, B)
(31)

+ <W1 (r’ 7> ﬁ) w1(r")I7ﬁ)>'

Z(l—é-n)[V.,G,%,%)—nz Uy, 7, ﬁ)]

Es ist dieser Energieausdruck, der im Zusammenhang mit der anfangs erklirten,
fiir bestimmte Einzentrenentwicklungen von Grein gemachten Feststellung zu
diskutieren ist. Die Greinsche Feststellung hitte auch fiir allgemeine Mehr-
zentrenentwicklungen Giiltigkeit, wenn

(Hyo=n*E%y, ) (32)
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wire. Aus (31) 148t sich ablesen, daB diese Gleichung nur unter der sehr ein-
schrinkenden Bedingung

( +B ﬂ> E°(y, B)

<1P1 (r’ 7 B) [ (T;‘ ;X’ 7& )—‘ '72 Un(ra ?s E) :l
gilt.

Der zweite Term in dieser Bedingung verschwindet dann identisch, wenn die
Potentiale ¥V und U homogen in den Abstinden sind, etwa vom Grade —i, und
fir die freie Konstante § =1/i gewihlt wird. Der erste Term ist Null, wenn
(fir B=B,)

(33)

1P1(r»)’sﬁ)> =

—(%—E"(y, hH=0, L EG = (34)

o

y=0, f=0 (35)

bzw. wenn

ist.

Die direkte Ubertragbarkeit der Greinschen Feststellung auf allgemeine
Mehrzentrenentwicklungen ist demnach nur dann zuldssig, wenn

a) die Potentiale von vorgegebenem System und Hilfssystem homogen vom
gleichen Grade in den Abstéinden sind,

b) die Energie des Hilfssystems an der Stelle B= B, minimal ist.

Bei Einzentrenentwicklungen (y = 0, § = 0) ist fiir die Giiltigkeit der Greinschen
Feststellung wie bei Mehrzentrenentwicklungen die Homogenitit der Potentiale
V und U erforderlich.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, dafl bei den vorstehenden Ableitungen
nicht vorausgesetzt wurde, daB (bei Mehrteilchensystemen) die Schrédinger-
gleichung des Hilfssystems sich in Einteilchenprobleme separieren 1iBt.
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